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Regular languages นัน้จะสอดคลอ้งกบัปัญหาทีส่ามารถถูกแก้
ไดด้ว้ยหน่วยความจ าทีจ่ ากดั

นัน่คอื ตอ้งการจ าของหลายอยา่งแต่มจี านวนจ ากดั

Nonregular languages จะสอดคลอ้งกบัปัญหาทีไ่มส่ามารถแก้
ไดด้ว้ยหน่วยความจ าทีจ่ ากดั

อาจจะตอ้งจ าของหลายอยา่งแบบไมจ่ ากดั

A powerful intuition
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DFA/NFA/Reg Ex ทุกตวัทีก่ล่าวมามพีลงัเท่ากนั (ท าไม)

Recognize ภาษา set เดยีวกนั

มภีาษาอะไรไหมที ่machine เหลา่น้ี recognize ไมไ่ด้

ม ีตวัอยา่งเชน่

𝐵 = 0𝑛1𝑛 𝑛 > 0}

แต่เอ.. ถา้ 0 มนัเยอะๆๆ จะจ ายงัไง ยาวเทา่ไรกไ็ด ้แต่ M 
ม ีstate จ ากดั จรงิหรอืไม ่เราไม่สามารถบอกไดจ้นกระทัง่เรา
พสิจูน์มนั

What is the limit of DFA/NFA/Reg Ex?
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ลองสรา้ง NFA ที ่recognize ด ู𝐵 = 0𝑛1𝑛 𝑛 > 0}

n=0

n<1

n<2
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ในแต่ละคา่ n ทีม่ากขึน้ เราเพิม่มาอกี 2 state

เราใช้ state ในการนบัจ านวน 0 จากนัน้ จากนัน้กใ็ชจ้ านวน
เดยีวกนัในการนบั 1

แต่รปูแบบนี้ไมป่ระสบความส าเรจ็ เน่ืองจากในการสรา้ง NFA
ส าหรบั {0n1n} เมือ่ n มขีนาดไมจ่ ากดั

NFA นัน้ม ีstate ทีจ่ ากดัและ fixed ไวก้่อน

ไมม่จี านวนทีเ่พยีงพอในการนบั n ทีม่จี านวนไมจ่ ากดั

แต่นี่ไมใ่ชก่ารพสิจูน์
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ลองพจิารณา 2 ภาษาน้ีดู
𝐶 = {𝑤|𝑤 has an equal number of 0′s and 1′s}

𝐷 = {𝑤|𝑤 has a equal number of occurrences of 01 and 10
as substring}

ดเูหมอืนว่าทัง้สองอนัตอ้งการการจ าความยาวทีค่อ่นขา้งยาวเหมอืนกนัน่ี

ค าตอบ C ไมเ่ป็น regular 

แต่ D เป็น!!

แสดงว่าทีเ่ราคดิวา่มนัจ านวนเยอะๆ แลว้ตอ้งใช้ state เยอะจะท าไมไ่ด ้ไมจ่รงิ



Computer Science, CMU

การทีจ่ะบอกวา่ภาษา D นี้เป็น regular ท าไดโ้ดย

หา regular expression หรอื DFN NFA ที ่recognize มนัได้

แต่ถา้จะบอกวา่ภาษา C นี้ไมเ่ป็นหละ
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Pigeonhole principle
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ในสาขาคณิตศาสตร ์หลกัรงันกพริาบ (pigeonhole principle) 
กล่าววา่หากมนีกพริาบอยู ่n ตวั แลว้ตอ้งการน านกพริาบ
เหล่านี้ไปใสใ่นรงันกพริาบ m รงั โดยที ่n > m แลว้ จะไดว้า่จะ
มอียา่งน้อยหนึ่งรงัทีม่นีกพริาบอยูม่ากกวา่หน่ึงตวั

Pigeonhole principle
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ถา้น้องโอม้ถุีงเทา้เยอะมาก มสีแีดง น ้าเงนิ เหลอืงและด าปนกนั
ในตูเ้กบ็เสือ้ผา้ 

น้องโอต้อ้งการหยบิถุงเทา้ใหไ้ดส้เีดยีวกนั ตอ้งหยบิถุงเทา้ครัง้
ละ 1 ขา้ง อยา่งน้อยกีค่ร ัง้เพือ่การนัตวีา่จะได ้1 คูแ่น่ๆทีส่ ี
เดยีวกนั

ตวัอยา่ง



Computer Science, CMU

เราตอ้งการบอกวา่ ภาษา 𝐵 = 0𝑛1𝑛 𝑛 > 0} เป็น non-regular

ตวัอยา่ง 0011 อยูใ่น B แต่ 010 ไมอ่ยูใ่น B

เราจะแสดงดว้ย contradiction โดยใช้ pigeonhole principle

Key idea คอื ตอ้งหา string ทีย่าวพอทีจ่ะท าให ้DFA ท าซ ้ากบั 
state เดมิ

แสดงวา่ภาษาเป็น non-regular(1)
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สมมตวิา่ B เป็น regular

ดงันัน้ B จะม ีDFA 𝑀 = 𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 ที ่recognize B

ให ้ นกพริาบเป็นทุก string ใน 0∗

รงันกเป็น state ใน 𝑄

เราจะใสน่กพริาบ 𝑄𝑖 ลงในรงั 𝛿∗ 𝑞0, 0
𝑖 นัน่คอื มรีงัทีส่อดคลอ้ง

กบั state ทีไ่ปถงึดว้ย input 0𝑖
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เน่ืองจากตามนิยาม DFA ท าใหเ้รามี |Q| รงั แต่มนีกพริาบ
มากกวา่ |Q| (จรงิๆ แลว้มไีด ้infinity ตวั)

ดงันัน้จาก Pigeonhole principle จะตอ้งมบีางรงัทีม่นีกพริาบอยู ่
2 ตวัขึน้ไป (วิง่ไปตาม state แลว้ซ ้านัน่เอง) 

สมมตวิา่เป็น 0𝑖และ 0𝑗ที ่i<j

นัน่หมายความวา่ 0𝑖และ 0𝑗 เป็น state เดยีวกนั

แสดงว่าวา่ M รบั 0𝑖1𝑖แต่มนัยงัรบั 0𝑗1𝑖ดว้ย ซึง่ไมถ่กูตอ้ง 
contradiction
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เราตอ้งการบอกวา่ ภาษา 𝐵 = 0𝑛1𝑛 𝑛 > 0} เป็น nonregular
• สมมตวิา่ B เป็น regular

• ดงันัน้ B จะม ีDFA 𝑀 = 𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 ที ่recognize B

• พบ 0𝑖และ 0𝑗 เป็น state เดยีวกนั

• แสดงวา่วา่ M รบั 0𝑖1𝑖แต่มนัยงัรบั 0𝑗1𝑖ดว้ย ซึง่ไมถ่กูตอ้ง contradiction

สรุป
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ภาษา 𝐶 = 010010001…0𝑖1 𝑖 is any positive integer} เป็น 
non-regular

เราจะแสดงดว้ย contradiction โดยใช้ pigeonhole principle

สมมตวิา่ C เป็น regular ดงันัน้ C จะม ีDFA 𝑀 = 𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹

ที ่recognize C

ให ้ นกพริาบเป็นทุก string ใน C

รงันกเป็น state ใน 𝑄

แสดงวา่ภาษาเป็น non-regular(2)
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น าเอาขอ้ความเทยีบกบั state (เทยีบไดก้บัจบันกใสร่งั) แต่ขอ้ความยาว
กวา่จ านวน state ทีม่ ีเน่ืองจาก pigeonhole principle จะม ีนกสองตวัที่
อยูใ่นรงัเดยีวกนั สมมตวิา่เป็น 01…0𝑖1 และ 01…0𝑗1 ที่ i<j

นัน่คอื 01…0𝑖1 และ 01…0𝑗1 อยูท่ี่ state เดยีวกนั

เน่ืองจาก M accept 01…0𝑖10𝑖+11 ดงันัน้ M จะรบั 01…0𝑗10𝑖+11 ดว้ย
ซึง่เกดิ contradiction
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ภาษา 𝐷 = 𝑤𝑤 𝑤 ∈ 0,1 ∗} เป็น non-regular

เราจะแสดงดว้ย contradiction โดยใช้ pigeonhole principle

สมมตวิา่ D เป็น regular ดงันัน้ D จะม ีDFA 𝑀 = 𝑄, Σ, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 ที ่
recognize D

ให ้ นกพริาบเป็นทุก string ในรขูอง 0i1 เมือ่ i ไมเ่ป็นจ านวนเตม็ลบ
นัน้คอื 1,01,001

รงันกเป็น state ใน 𝑄

แสดงวา่ภาษาเป็น non-regular(3)
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น าเอาขอ้ความเทยีบกบั state (เทยีบไดก้บัจบันกใสร่งั) แต่ขอ้ความยาว
กวา่จ านวน state ทีม่ ีเน่ืองจาก pigeonhole principle จะม ีนกสองตวัที่
อยูใ่นรงัเดยีวกนั สมมตวิา่เป็น 0𝑖1 และ 0𝑗1 ที่ i<j

นัน่คอื 0𝑖1 และ 0𝑗1 อยูท่ี่ state เดยีวกนั

เน่ืองจาก M accept 0𝑖10𝑖1 ดงันัน้ M จะรบั 0𝑗10𝑖1 ดว้ยซึง่เกดิ
contradiction
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The pumping lemma:

For any regular language, there is a string length, called the pumping 
length, such that for any string as long as the pumping length can be 
"pumped".

String ใดทีอ่ยูใ่นภาษา regular ทีย่าวกวา่ pumping length มนัจะ pump ได้

"pumped"– string ทีป่ระกอบดว้ยสว่นทีส่ามารถท าซ ้าจ านวนเทา่ไรกไ็ด ้
ในขณะทีผ่ลลพัธข์อง string ทีไ่ดย้งัคงอยูใ่นภาษา

เครือ่งมอืหลกัทีจ่ะใช:้ the pumping lemma
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Theorem

If A is a regular language, then there is a number p (the 
pumping length) where, if x is any string in A of length at 
least p, the x maybe divided into three pieces x = uvw, 
satisfying the following conditions:

1. For each i >0, 𝑢𝑣𝑖𝑤 ∈ 𝐴

2. |v| > 0 

3. |uv| < p

Pumping Lemma



Computer Science, CMU

– Let L be a regular language, recognized by a DFA with p states.
– Let x ∈ L with |x| ≥ p.
– Then x can be written as x = u v w where |v| ≥ 1, so that for all m ≥ 0, 

u vm w ∈ L
พิสจูน์

สมมตวิา่ x = a1a2a3 … ak อยูใ่น L, โดยที่ k ≥ p.
เราจะพบวา่ม ีqi = qj, i < j.
สามารถเขยีนไดว้า่ u = a1 … ai, v = ai+1 … aj, และ w = aj+1 … ak.

Theorem (Pumping Lemma):
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Claim this works:
• x = u v w, obviously.
• |v| = | ai+1 … aj | ≥ 1, since i < j.
• u vm w นัน้ accept เน่ืองจากมนัวน loop m ครัง้ (possibly 0
times).

loop
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– Let L be a regular language, recognized by a DFA with p states.
– Let x ∈ L with |x| ≥ p.
– Then x can be written as x = u v w where |v| ≥ 1, so that for all m ≥ 0, u vm w ∈ L
– In fact, it is possible to subdivide x in a particular way, with the total length of u and v 
being at most p: | u v | ≤ p.
พิสจูน์

สมมตวิา่ x = a1a2a3 … ak อยูใ่น L, โดยที่ k ≥ p.
เราจะพบวา่ม ีqi = qj, i < j. จาก pigeonhole principle

เราสามารถเลอืก state 2 อนัทีเ่กดิขึน้ระหวา่ง p+1 ตวัแรกได้

ดงันัน้ |uv|<p

Extra condition
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ก าหนดให้ 𝐵 = 0𝑛1𝑛 𝑛 > 0} ตอ้งการพสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น 
regular โดยใช ้pumping lemma

ภาษานี้คอื 0 กีต่วักไ็ดต้ามดว้ย 1 ในจ านวนทีเ่ทา่กนั

พสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น regular
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ก าหนดให้ 𝐵 = 0𝑛1𝑛 𝑛 > 0} ตอ้งการพสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น 
regular โดยใช ้pumping lemma
เราจะพิสจูน์โดย contradiction

ก าหนดให ้B เป็น regular จะไดว้า่มี DFA ที่ recognize B ดว้ย p states (เราจะ
หยบิ string s ใน B จากนัน้ pump มนัเพือ่ทีจ่ะเกดิ contradiction)

จาก pumping lemma จะไดว้า่ จะมี pumping length p

พจิารณา string s = 0p1p เรารูว้า่ 𝑠 ∈ 𝐵 และ 𝑠 > 𝑝

(พอม2ีอยา่งน้ี) เราจะใช ้pumping lemma กบั s

เราสามารถแบง่ s ไดเ้ป็น s=xyz และส าหรบั i ใดๆ xyiz ∈ 𝐵

พสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น regular
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เรารูว้า่ 𝑥𝑦z ∈ 𝐵 และ xyiz ∈ 𝐵 (เราจะปัม้ y)

แลว้ y เป็นอะไรไดบ้า้ง เราลอง y ทุกแบบ

พสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น regular

0p 1p

x y z

y zx

x y z
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เรารูว้า่ 𝑥𝑦z ∈ 𝐵 และ xyiz ∈ 𝐵 (เราจะปัม้ y)

แลว้ y เป็นอะไรไดบ้า้ง เราลอง y ทุกแบบ

Case 1: ถา้ 𝑦 = 0𝑘 ส าหรบับางคา่ k>0, เราจะไดว้า่ xy2z ม ี0 มากกวา่ 
1 ดงันัน้ case น้ีเป็นไปไมไ่ด้

Case 2: ถา้ 𝑦 = 1𝑘 ส าหรบับางคา่ k>0, เราจะไดว้า่ xy2z ม ี1 มากกวา่ 
0 ดงันัน้ case น้ีเป็นไปไมไ่ด้

Case 3: ถา้ 𝑦 = 0𝑗1𝑘 ส าหรบับางคา่ j>0 และ k>0, สงัเกตวา่ case น้ี
เราจะไดว้า่ xy2z = 𝑥0𝑗1𝑘0𝑗1𝑘z ∈ 𝐵 ดงันัน้ case น้ีเป็นไปไมไ่ด้

พสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น regular
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ไมว่า่ case ใด เราจะไดว้า่มนัเป็นไปไมไ่ด ้contradiction

เรา assume วา่ B เป็น regular แต่ B มี string บางตวั ซึง่ B ไมม่ ี

ดงันัน้ B ไมเ่ป็น regular

พสิจูน์วา่ B ไมเ่ป็น regular
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โดยทัว่ไปจะท าดงันี้

• สมมตวิา่ ภาษาเป็น regular

• จะมี pumping length p

• (Step น้ียากสดุแล้ว) หา string s ทีย่าวอยา่งน้อย p ที่
หลงัจาก pump แลว้ string ทีไ่ดจ้ะไมอ่ยูใ่นภาษา ไมว่่าจะปัม๊
แบบไหนกต็าม

• ได ้contradiction

สรุปวธิกีารใช ้pumping lemma
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D = { w w | w ∈ { 0, 1 }* } is non-regular.
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D = { w w | w ∈ { 0, 1 }* } is non-regular.

สมมตวิา่ม ีDFA ที่ recognize L3 ดว้ย p states.
หยบิ string x ใน L3 จากนัน้จะ pump จนได ้contradiction
หยบิ x = 0p10p1, โดยที่ p เป็นจ านวน states.
จาก Pumping Lemma บอกวา่ x สามารถเขยีนไดใ้นรปู u v w, 
ที ่|v| ≥ 1, แลว้ u vm w ยงัอยูใ่น L3, ส าหรบัทุกๆ m
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แลว้ท าไงต่อ
Pumping Lemma อาจจะให้ v = x, u = w = ε.
จากนัน้เพิม่ v เท่าไรกไ็ดเ้อาออกเท่าไรกไ็ด ้แลว้กจ็ะได ้string in 
L3 ตวัอยา่งเชน่ ถา้ x = 001001 และ v = x แลว้ u v v w = 
001001001001 ซึง่กอ็ยูใ่น L3

แยล่ะ ไม่ contradiction
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เราจะใช ้extra condition เพือ่ทีจ่ะท าใหส้ว่นทีท่ าซ ้านัน้อยูใ่กล้ๆ  
สว่นเริม่ตน้: | u v | ≤ p.

นัน้หมายความวา่ uv จะตอ้งมอียา่งน้อย 0s.

จากนัน้ u v v w จะท าใหไ้ด้ contradiction

เน่ืองจากมนัเพิม่ 0 อยา่งน้อย 1 ตวัในสว่นดา้นหน้าอย่างเดยีวมี
ผลท าใหม้นัม ี0 ไมเ่ท่ากนั
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สิง่ทีส่ าคญัมากคอืการหยบิ string ทีจ่ะ pump ใหถ้กู
ตวัอยา่งเชน่ ถา้เราเลอืก x = 010101…, เป็นการซ ้าของ 01 เป็น
จ านวนคู ่เมือ่เรา pump แลว้จะไมไ่ด ้contradiction.

pumping lemma จะให ้x = u v w โดยที่ v = 0101.
เน่ืองจากการเพิม่ 0101 ดว้ยจ านวนอะไรกต็าม string ทีไ่ดก้ย็งั
อยูใ่น L3.

Note
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E = EQ = { w ∈ {0,1}* | w contains the same number of 0s 
and 1s} is non-regular.

Exercise


