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Network Flow Problem
ในทฤษฎกีราฟ flow network หรอือาจจะรูจ้กัในชื่อ transportation
network คอืกราฟแบบมทีศิทาง (Directed graph) ทีแ่ต่ละเสน้เชือ่ม
จะมคีวามจุ (Capacity) และแต่ละเสน้เชือ่มจะรองรบั flow โดย
ปรมิาณของ flow บนเสน้เชื่อมจะไมส่ามารถเกนิความจุของเสน้เชื่อม

Directed graph ของปัญหาน้ีจะถูกเรยีกวา่ network ซึง่ network จะ
จ าลองโมเดลของการจราจรบนถนน, การไหลของน ้าในทอ่, 
กระแสไฟฟ้าในวงจรเป็นตน้
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Flow network
• เป็นการจ าลองการไหลของวตัถุผา่นเสน้เชื่อม
• เป็นกราฟแบบมทีศิทาง Digraph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ที่

• มโีหนด source  𝑠 ∈ V และ sink 𝑡 ∈ 𝑉 (ไมม่เีสน้เชื่อมคูข่นาน ไม่
มเีสน้เชื่อมเขา้ s และไมม่เีสน้เชื่อมออกจาก t)

• มคีวามจุ capacity 𝑐 𝑒 ของแต่ละเสน้เชือ่ม 𝑒 ∈ 𝐸 และเป็นคา่
ความจุทีไ่มต่ดิลบ
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Minimum cut problem
นิยาม st-cut (cut) เป็นการแบง่โหนดออกเป็นเซต (A,B) ทีม่ ี 𝑠 ∈ 𝐴 และ 𝑡 ∈ 𝐵

นิยาม ความจุของ cut คอืผลรวมความจุของเสน้เชื่อมทีอ่อกจาก A ไป B

𝑐𝑎𝑝 𝐴, 𝐵 =  

𝑒 𝑜𝑢𝑡 𝑜𝑓 𝐴

𝑐(𝑒)
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Minimum cut problem
นิยาม st-cut (cut) เป็นการแบง่โหนดออกเป็นเซต (A,B) ทีม่ ี 𝑠 ∈ 𝐴 และ 𝑡 ∈ 𝐵

นิยาม ความจุของ cut คอืผลรวมความจุของเสน้เชื่อมทีอ่อกจาก A ไป B

𝑐𝑎𝑝 𝐴, 𝐵 =  

𝑒 𝑜𝑢𝑡 𝑜𝑓 𝐴

𝑐(𝑒)

capacity=10+8+16=34

ไมน่บัเสน้เชื่อมจาก B ไป AA
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Minimum cut problem
นิยาม st-cut (cut) เป็นการแบง่โหนดออกเป็นเซต (A,B) ทีม่ ี 𝑠 ∈ 𝐴 และ 𝑡 ∈ 𝐵

นิยาม ความจุของ cut คอืผลรวมความจุของเสน้เชื่อมทีอ่อกจาก A ไป B
𝑐𝑎𝑝 𝐴, 𝐵 =  

𝑒 𝑜𝑢𝑡 𝑜𝑓 𝐴

𝑐(𝑒)

Min-cut problem หา cut ทีม่คีวามจุต า่ทีส่ดุ

capacity=10+8+10=28
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Maximum flow problem
นิยาม st-flow (flow) 𝑓 คอืฟังกช์นั VxV->R ทีส่อดคลอ้งกบัคุณสมบตัติ่อไปน้ี

• ส าหรบัแต่ละเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸:
0 ≤ 𝑓(𝑒) ≤ 𝑐(𝑒) [capacity]

• ส าหรบัแต่ละเสน้เชือ่ม 𝑒 ∈ 𝐸:
𝑓 𝑢, 𝑣 = −𝑓(𝑣, 𝑢) [skew symmetry]

• ส าหรบัแต่ละโหนด 𝑣 ∈ 𝑉 − 𝑠, 𝑡 :
 𝑒 𝑖𝑛 𝑡𝑜 𝑣 𝑓 𝑒 =  𝑒 𝑜𝑢𝑡 𝑜𝑓 𝑣 𝑓(𝑒) [flow conservation]
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Maximum flow problem
นิยาม คา่ของ flow 𝑓 คอื 𝑣𝑎𝑙 𝑓 =  𝑒 𝑜𝑢𝑡 𝑜𝑓 𝑠 𝑓(𝑒)
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Maximum flow problem
Max-flow problem หา flow ทีม่คีา่มากทีส่ดุ
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้

s t
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ค่าของ flow
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s-t path
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้

s t

0/4

0/9 8/100/10

0/2 0/6

8

network G

14



Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้

s t
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Greedy algorithm (ลอง)
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้

s t
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้

s t

0/4

8/9 10/106/10

2/2 6/6

16

network G

ท าเสรจ็ด้วย flow = 16
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Greedy algorithm (ลอง) 
• เริม่ตน้ใหทุ้กเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มคีา่ f(e) = 0

• หา s-t path P ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ี𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

• เพิม่ (augment) flow ไปตามเสน้ทาง P

• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้

s t
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แต่ max-flow = 19
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Greedy
หา st-path ทีแ่ต่ละเสน้เชื่อมม ีFlow𝑓 𝑒 ≤ Capacity 𝑐 𝑒

จากนัน้augment flow ตาม path นัน้

ลกัษณะการท างานของ Greedy คอื ท าซ ้าจนหา path เพิม่ไมไ่ด้

ขอ้เสยีคอื การทีจ่ะท าใหไ้ดด้ทีีส่ดุตอ้ง backtrack
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Residual graph
Original edge: 𝑒 = 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸
• Flow 𝑓(𝑒)
• Capacity 𝑐(𝑒)

Residual edge ยอ้นกลบักบั flow ทีถู่กสง่
• 𝑒 = (𝑢, 𝑣) และ 𝑒𝑅 = (𝑣, 𝑢)

• Residual capacity:

𝑐𝑓 𝑒 =  
𝑐 𝑒 − 𝑓 𝑒 𝑖𝑓 𝑒 ∈ 𝐸

𝑓 𝑒 𝑖𝑓 𝑒𝑅 ∈ 𝐸

u v3 / 4

flow capacity

u v1

3

residual capacity

original graph G

residual graph Gf
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Residual graph

Residual graph: 𝐺𝑓 = (𝑉, 𝐸𝑓)
• Residual edge มคีา่เป็น residual capacity ทีเ่ป็นบวก
• 𝐸𝑓 = 𝑒: 𝑓 𝑒 < 𝑐 𝑒 ∪ {𝑒

𝑅: 𝑓 𝑒 > 0}
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Augmenting path
นิยาม augmenting path คอื simple s-t path P ใน residual graph 𝐺𝑓
นิยาม bottleneck capacity ของ augmenting P คอื minimum residual capacity
ของเสน้เชื่อมใดๆ ใน P

คุณสมบตัทิีส่ าคญั: ให้ 𝑓 เป็น flow และให้ P เป็น augmenting path ใน 𝐺𝑓
แลว้ 𝑓′ เป็น flow และ 𝑣𝑎𝑙 𝑓′ = 𝑣𝑎𝑙 𝑓 + 𝑏𝑜𝑡𝑡𝑙𝑒𝑛𝑒𝑐𝑘(𝐺𝑓, 𝑃)

𝐴𝑈𝐺𝑀𝐸𝑁𝑇 𝑓, 𝑐, 𝑃
𝑏 = 𝑏𝑜𝑡𝑡𝑙𝑒𝑛𝑒𝑐𝑘 𝑐𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑃
𝐹𝑂𝑅𝐸𝐴𝐶𝐻 𝑒𝑑𝑔𝑒 𝑒 ∈ 𝑃
𝐼𝐹 𝑒 ∈ 𝐸 𝑓 𝑒 = 𝑓 𝑒 + 𝑏
𝐸𝐿𝑆𝐸 𝑓 𝑒𝑅 = 𝑓 𝑒𝑅 − 𝑏

𝑅𝐸𝑇𝑈𝑅𝑁 𝑓
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Ford-Fulkerson algorithm
Ford-Fulkerson augmenting path algorithm

• เริม่ตน้ดว้ย 𝑓 𝑒 = 0 ส าหรบัทุกเสน้เชื่อม 𝑒 ∈ E
• หา augmenting path P ใน residual graph 𝐺𝑓
• Augment (เตมิ) flow ไปตาม path P
• ท าซ ้าจนท าไมไ่ด้
FORD-FULKERSON(G,s,t,c)
FOREACH edge 𝑒 ∈ E: 𝑓 𝑒 = 0
𝐺𝑓 = residual graph
while(there exists an augmenting path P in 𝐺𝑓

𝑓 = AUGMENT(f,c,P)
Update 𝐺𝑓

return 𝑓
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Ford-Fulkerson algorithm demo
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Ford-Fulkerson algorithm demo

s t
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Ford-Fulkerson algorithm demo
• หลงัจากการเลอืกเสน้ทาง ที ่1 จะได ้residual graph Gfทีป่รบัปรุงแลว้ดงันี้
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Ford-Fulkerson algorithm demo

s t
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Ford-Fulkerson algorithm demo
• หลงัจากการเลอืกเสน้ทาง ที ่2 จะได ้residual graph Gfทีป่รบัปรุงแลว้ดงันี้

residual graph Gf

s t7 1010

2 6

2
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Ford-Fulkerson algorithm demo
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Ford-Fulkerson algorithm demo
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Ford-Fulkerson algorithm demo
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Ford-Fulkerson algorithm demo

• residual graph Gf ท่ีปรบัปรงุแล้วดงัน้ี

s t
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9/9 10/109/10

0/2 6/6

19

network G

s t

1

9 101

2 6

ไม่สามารถหา Augmenting 
Path P จาก Gf ได้อีก

3

9

max flow

nodes reachable from s
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จงหา cut ทีม่คีวามจตุ า่ทีส่ดุ ของกราฟ G

min cut

s t
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network G

Max-flow min-cut Theorem
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Max-flow min-cut Theorem

Augmenting path theorem: flow f จะเป็น maximum flow กต็่อเมือ่
ไมม่ ีaugmenting paths
Max-flow min-cut theorem: คา่ของ max-flow = ความจุของ min-cut

เงือ่นไข 3 ขอ้ต่อไปน้ีเทยีบเทา่กนัส าหรบั flow f ใดๆ
• จะม ีcut(A,B) ที ่ cap(A,B) = val(f)
• f เป็น max-flow
• ไมม่ ีaugmenting path เมือ่เทยีบกบั f 
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Exercise 1
• ใหห้าค่า max flow ทีไ่ด ้โดยวธิกีารหา Augmenting paths และการ
สรา้ง Residual graph
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Exercise 2
• ใหห้าค่า max flow ทีไ่ด ้โดยวธิกีารหา Augmenting paths และ
การสรา้ง Residual graph

s t
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2 1

6
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2
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Ford-Fulkerson Augmenting Path Algorithm
while(there exists an augmenting path){

Find augmenting path P
Compute bottleneck capacity of P
Augment flow along P

}
ค าถาม

Q:การท าเชน่น้ีท าใหไ้ด ้max flow ใชห่รอืไม่
A:ใช่
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Ford-Fulkerson Algorithm: Analysis
Assumption: ให้ความจมีุค่าเป็นจ านวนเตม็
ในแต่ละรอบการท างานจะมีการหา st-path ซ่ึงใช้เวลาในการท างาน
O(N+M)
เราจะส่ง flow อย่างน้อย 1 หน่วยผา่น path น้ี

ถ้า max-flow มีค่าเป็น f* แล้วเวลาในการท างานของอลักอริทึมมีค่า
เป็น O((N+M)*|f*|)
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Choosing Good Augmenting Path
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Choosing Good Augmenting Path
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Choosing Good Augmenting Path
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Choosing Good Augmenting Path
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Choosing Good Augmenting Path
ควรระวงัในการเลอืก augmenting path 

• การเลอืกบางวธิที าใหไ้ด ้exponential algorithm
• การเลอืกบางวธิที าใหไ้ด ้polynomial algorithm

ออกแบบรปูแบบของ augmenting path ทีอ่ยากได้
• หา augmenting path ไดอ้ยา่งมปีระสทิธภิาพ
• ท าจ านวนรอบทีน้่อย

เลอืก augmenting path ดว้ยวธิี
• ใชจ้ านวนเสน้เชื่อมทีน้่อยทีส่ดุ (shortest path)
• เลอืกเสน้ที ่bottleneck capacity ใหญ่สดุ (fattest path)
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Shortest augmenting path
หาไดง้า่ย สามารถใช ้BFS ได้
หา augmenting path ทีม่จี านวนเสน้เชื่อมน้อยทีส่ดุ

ในแต่ละรอบความยาวของ shortest augmenting path จะเพิม่ขึน้
• ความยาวเพิม่ไมเ่กนิ E
• ไมเ่กนิ EV augmenting path ทัง้หมด
• ดงันัน้เวลาในการท างานเป็น O(E2V)
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Fattest augmenting path
หา augmenting path ทีม่ ีbottleneck capacity ทีม่คีา่มากทีสุ่ด
สง่ flow ไปยงั sink
solve โดยใช ้dijkstra-style (Priority-first search) algorithm

การหา fattest path ใช ้O(E log V) ต่อการ augment โดยใช ้binary 
heap
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การหา min-cut
• เรารูว้า่ max flow – min cut
• ตอนน้ีเรารูว้ธิกีารหา max flow

Q: เราจะหา min-cut ไดอ้ยา่งไร
A: เราจะใช ้residual graph
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การหา min-cut
• เราจะลบ max flow ออกจาก original graph
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การหา min-cut
• mark ทุกโหนดทีไ่ปถงึจาก s

• เรยีก set ของโหนดทีไ่ปถงึจาก s วา่ A

แยกโหนดเหล่าน้ีออกจากกลุม่
เสน้เชื่อมทีว่ ิง่จาก A ไปยงั V-A คอื cut นัน่เอง
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การหา min-cut
• พจิารณาใน original graph เพือ่ให ้cut
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