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Disjoint Paths
Disjoint path network: G=(V,E,s,t)
• กราฟแบบมีทิศทาง (V,E) source s และ sink t
• Path 2 path จะเป็น edge-disjoint path ถ้าทัง้สอง path นัน้ไมม่ี
การใช้เส้นเช่ือม (edge) ท่ีเหมือนกนัเลย

• Disjoint path problem: ต้องการหา edge-disjoint s-t path 
จ านวนมากท่ีสดุ

Application ท่ีน าไปใช้ได้แก่ เครือข่ายการตดิตอ่สื่อสาร
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Disjoint Paths
เราจะแก้ปัญหานีไ้ด้อยา่งไร
มีเง่ือนไขว่าเส้นเช่ือมหนึง่เส้นถกูใช้ได้เพียงครัง้เดียว
เส้นเช่ือมท่ีเลือกต้องตอ่กนัเป็น path
มีวิธีการอะไรคล้ายไหม

เราพบวา่ปัญหา Max-flow คล้าย เพราะวา่มีการสง่ flow จาก s ไป t
ซึง่การสง่ flow ต้องตอ่เน่ืองกนั

เราจะเปลี่ยนไปเป็นปัญหา Max-flow นัน้ต้องมีการปรับอะไรบ้าง 
เพิ่มอะไรบ้าง หรือลดอะไรบ้าง 



Max-flow formulation
ก าหนดให้แตล่ะเส้นเช่ือมมีความจ ุ1 หน่วยทกุเส้นเช่ือม

จากนัน้ใช้ Max-flow algorithm ในการแก้ปัญหา
ค ำถำม ถ้า Max-flow algorithm หาค าตอบได้ k หน่วยแสดงวา่มี
edge-disjoint paths ก่ี path
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Disjoint Paths Problem & Max Flow Problem 
Theorem

มี k edge-disjoint paths จาก s ไป t ก็ตอ่เม่ือ max flow มีคา่เป็น k 
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Network Connectivity

Network connectivity network: G=(V, E, s, t)
• กราฟแบบมีทิศทาง (V,E) source s และ sink t
• เซตของเส้นเช่ือม 𝐹 ⊆ 𝐸 ที่ตัดกำรเช่ือมต่อ (disconnect) 
ระหวา่ง t กบั s ถ้าทกุๆ s-t paths ใช้อย่างน้อย 1 เส้นเช่ือมใน F

Network connectivity: หาจ านวนเส้นเช่ือมท่ีน้อยท่ีสดุที่เมื่อเอา
เส้นเช่ือมออกแล้วจะตดัการเช่ือมตอ่ระหวา่ง t กบั s
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Network Connectivity
ข้อสงัเกต จ านวนของเส้นเช่ือมท่ีต้องเอาออกมีคา่เท่ากบัอะไร
จ านวนของ edge-disjoint s-t path

Theorem (Menger’s Theorem) 

จ านวนของ edge-disjoint s-t paths ท่ีมากท่ีสดุ
จะเท่ากบั จ านวนของเส้นเช่ือมท่ีน้อยท่ีสดุท่ีตดัการเช่ือมตอ่ระหวา่ง s กบั t



Matching
Matching
• Input: กราฟแบบไม่มีทิศทาง G=(V,E)
• 𝑀 ⊆ 𝐸เป็น matching ถ้าแตล่ะโหนดปรากฏอยูใ่นเส้นเช่ือม M ไมเ่กิน 

1 ครัง้
Max matching: หาจ านวนของ matching ท่ีมากท่ีสดุ



Bipartite Matching
Bipartite matching
• Input: กราฟแบบไมมี่ทิศทาง G=(L U R,E)
• 𝑀 ⊆ 𝐸เป็น matching ถ้าแตล่ะโหนดปรากฏอยูใ่นเส้นเช่ือม M ไม่เกิน 1 
ครัง้

Max matching: หาจ านวนของ matching ท่ีมากท่ีสดุ

Matching
1-b,3-a,4-e



Bipartite Matching
Bipartite matching
• Input: กราฟแบบไมมี่ทิศทาง G=(L U R,E)
• 𝑀 ⊆ 𝐸เป็น matching ถ้าแตล่ะโหนดปรากฏอยูใ่นเส้นเช่ือม M ไม่เกิน 1 
ครัง้

Max matching: หาจ านวนของ matching ท่ีมากท่ีสดุ

Matching
1-a,2-b,3-c,5-e



Bipartite Matching
Max flow formulation
• สร้างกราฟแบบมีทิศทาง G’=(L U R U {s,t},E’)
• ก าหนดทิศทางจาก L ไป R โดยให้ capacity เป็น infinity
• เพิ่ม source s และเพิ่มเส้นเช่ือมแบบมีทิศทางความจุ 1 หน่วยจาก s ไปยงั
แตล่ะโหนดใน L

• เพิ่ม sink t และเพิ่มเส้นเช่ือมแบบมีทิศทางความจุ 1 หน่วยจากแตล่ะโหนด
ใน R ไปยงั t



Bipartite Matching
Max flow formulation
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Bipartite Matching
flow f ที่มีคา่ k ใน G’จะท าให้ได้ matching ขนาด k ใน G
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Vertex cover
ก าหนดกราฟแบบมีทิศทาง G=(V,E)
vertex cover คือ subset ของ vertices 𝐶 ⊆ 𝑉 ที่ ทกุเส้นเช่ือม
𝑣, 𝑤 ∈ 𝐸มี 𝑣 ∈ 𝐶 หรือ w ∈ 𝐶 หรือทัง้คู่

C={3,4,5,a,b}
|C|=5



Vertex cover
ก าหนดกราฟแบบมีทิศทาง G=(V,E)
vertex cover คือ subset ของ vertices 𝐶 ⊆ 𝑉 ที่ ทกุเส้นเช่ือม
𝑣, 𝑤 ∈ 𝐸มี 𝑣 ∈ 𝐶 หรือ w ∈ 𝐶 หรือทัง้คู่

C={3,a,b,e}
|C|=4



Vertex cover
ข้อสงัเกต ให้ M เป็น matching และให้ C เป็น vertex cover เราสงัเกตได้วา่
|M| < |C|
แตล่ะ vertex สามารถ cover ได้ไม่เกิน 1 เส้นเช่ือมใน matching

Matching
1-b,3-a,4-e



Vertex cover
Konig-Egervary Theorem: ใน bipartite undirected graph, จ านวนของ
matching ท่ีมากท่ีสดุจะเท่ากบัจ านวนของ vertex cover ท่ีน้อยท่ีสดุ

C*={a,b,3,e}
|C*|=4

M*={1-a,2-b,3-c,5-e}
|M*|=4


