
0-1 Knapsack problem



Knapsack problem
เป็นปัญหาท่ีก าหนดให้มีวตัถหุลายๆ ชิน้ ต้องการเอาของใส่ถงุเปโ้ดยให้
ผลรวมของราคาของวตัถมีุคา่มากท่ีสดุ
วตัถแุตล่ะชิน้มีน า้หนกัและมีราคาอยู่
ผลรวมของน า้หนกัท่ีถงุเปจ้ะรับได้ไม่เกินคา่บางคา่ W
ดงันัน้เราจะต้องพิจารณาน า้หนกัพร้อมกบัมลูคา่ของสนิค้าพร้อมๆกนั

Item# น ำ้หนัก มูลค่ำ

1 1 8

2 3 6

3 5 5



Knapsack problem
ส าหรับปัญหานีจ้ะมี 2 version
1. 0-1 knapsack problem
2. Fractional knapsack problem (แบง่ของเป็นชิน้ยอ่ยๆ ได้)

แบบท่ี 1 สิง่ของแบง่ยอ่ยไม่ได้: ดงันัน้เราสามรถเลือกหยิบหรือไม่หยบิ 
แก้ด้วย Dynamic programming
แบบท่ี 2 สิง่ของแบง่ยอ่ยได้: เราสามารถเลือกสว่นของสิ่งของมาได้ แก้
ด้วย Greedy algorithm (ท าได้ยงัไง?)



0-1 Knapsack problem
ก าหนดให้ ถงุผ้าท่ีมีความจ ุW และเซต S ท่ีประกอบด้วยสิ่งของ n ชิน้
สิ่งของแตล่ะชิน้ i จะมีน า้หนกั wi และมีมลูคา่ bi (ก าหนดให้ทกุๆ wi, bi
และ W เป็นจ านวนเต็ม)

ปัญหา จะบรรจสุิง่ของลงถงุผ้าอยา่งไรเพื่อให้สิง่ของท่ีถกูบรรจมีุผลรวม
มลูคา่มากสดุ



0-1 Knapsack problem

W = 20

Item wi bi

Weight Benefit value

2 3

3 4

4 5

5 8

9 10

knapsack
Max weight: W = 20



0-1 Knapsack problem
หากจะแก้ปัญหานีแ้บบตรงๆ 
เน่ืองจากมีสิง่ของ n ชิน้ เพราะฉะนัน้จะมีรูปแบบท่ีเป็นไปได้ 2n แบบ
(สิง่ของหนึง่ชิน้มี 2 ทางเลือกคือ เลือกเอาและเลือกไม่เอา)
เราจะลองทกุๆ รูปแบบนีแ้ละหามลูคา่รวมท่ีมากท่ีสดุท่ีไม่เกิน W
ดงันัน้ใช้เวลาในการท างาน O(2n)



Defining a Subproblem
จะท าได้ดีกวา่นีไ้หม
ได้  ใช้ dynamic programming
ดงันัน้เราต้องระบ ุsubproblem ให้ได้

ลองระบดุ้วยวิธีนี ้
ถ้าเราให้ช่ือสิ่งของเป็นหมายเลข 1, 2, …, n แล้ว subproblem จะเป็น 

Sk = ค าตอบท่ีดีท่ีสดุในการเลือกสิง่ของหมายเลขท่ี 1 จนถึงหมายเลขท่ี k



Defining a Subproblem
ลองระบดุ้วยวิธีนี ้
ถ้าเราให้ช่ือสิ่งของเป็นหมายเลข 1, 2, …, n แล้ว subproblem จะเป็น 
Sk = ค าตอบท่ีดีท่ีสดุในการเลือกสิง่ของหมายเลขท่ี 1 จนถึงหมายเลขท่ี k

เหมาะสมไหม
ค ำถำม: เราสามารถอธิบายค าตอบสดุท้าย Sn ได้ด้วย Sk หรือไม่
ค ำตอบ: ท าไมไ่ด้



Defining a Subproblem

ก าหนดให้ Max weight = 20
พิจารณา S4: น า้หนกัรวม 14, มลูคา่รวม: 20

พิจารณา S5: น า้หนกัรวม 20, มลูคา่รวม: 26

พบวา่ค าตอบของ S4 ไม่ได้เป็นสว่นหนึง่ของ S5

W1=2
b1=3

W2=4
b2=5

W3=5
b3=8

W4=3
b4=4

W1=2
b1=3

W2=4
b2=5

W3=5
b3=8

W5=9
b5=10

Item Wi Bi

1 2 3

2 3 4

3 4 5

4 5 8

5 9 10

S4S5



Defining a Subproblem
เราพบวา่ค าตอบของ S4 ไม่ได้เป็นสว่นหนึง่ของค าตอบของ S5

แสดงวา่การนิยาม Sk ยงัเพียงพอ แล้วท าอยา่งไรดี

เราพบวา่จริงๆแล้วมี parameter 2 ตวัท่ีต้องค านงึถึง ดงันัน้เราต้องเพิ่ม
parameter อีกหนึง่ตวั: w ซึง่แทนน า้หนกัจริงของแตล่ะ subset ของ
สิ่งของ

นิยามใหม่ subproblem จะเป็นการค านวณ B[k,w]



Recursive

𝐵 𝑘,𝑤 =  
𝐵 𝑘 − 1, 𝑤 𝑖𝑓 𝑤𝑘 > 𝑊

max{𝐵 𝑘 − 1,𝑤 , 𝐵 𝑘 − 1,𝑤 − 𝑤𝑘 + 𝑏𝑘 กรณีอ่ืนๆ

หมายความวา่ ซบัเซตของสิง่ของท่ีดีท่ีสดุของ Sk ท่ีมีน า้หนกัรวม w คือ

1. ซบัเซตของสิง่ของท่ีดีท่ีสดุของ Sk-1 ท่ีมีน า้หนกัรวม w

2. ซบัเซตของสิง่ของท่ีดีท่ีสดุของ Sk-1ท่ีมีน า้หนกัรวม w-wk รวมกบัสิง่ของใหม่ k

นัน่คือซบัเซตท่ีดีท่ีสดุของ Sk มีน า้หนกัรวม w มีการเลือกหรือไม่เลือกสิ่งของ k

กรณีแรก wk>w สิ่งของ k ไมส่ามารถเป็นสว่นหนึง่ของค าตอบได้

กรณีท่ีสอง wk<w สิ่งของ k สามารถเป็นสว่นหนึง่ของค าตอบได้และเราจะเลือก
กรณีท่ีให้คา่มากท่ีสดุ



Base case
base case
1. หากมีสิ่งของแตถ่งุเปมี้ขนาดเป็น 0 แสดงวา่เลือกได้ไหม,มลูคา่รวม=?
2. หากไม่มีของแตถ่งุเปมี้ขนาดตา่งๆ แสดงวา่เลือกได้ไหม,มลูคา่รวม=?

กรณีแรกคือ
for i=1 to n

B[i,0]=0
กรณีท่ีสองคือ
for w=0 to W

B[0,W]=0



for i=1 to n
B[i,0]=0

for w=0 to W
B[0,w]=0

for i=1 to n
for w=0 to W

if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w] //wi > w



Example
n=4
W=5
สิง่ของ (น า้หนกั, มลูคา่)
(2,3), (3,4), (4,5), (5,6)



0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

i\W



Fill basecase

for i=1 to n
B[i,0]=0

for w=0 to W
B[0,w]=0

0 0 0 0 0 0

0

0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

i\W



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0

0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=1

bi=3

wi=2

w=1

w-wi=-1



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3

0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=1

bi=3

wi=2

w=2

w-wi=0



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3

0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=1

bi=3

wi=2

w=3

w-wi=1



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3

0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=1

bi=3

wi=2

w=4

w-wi=2



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=1

bi=3

wi=2

w=5

w-wi=3



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=2

bi=4

wi=3

w=1

w-wi=-2



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=2

bi=4

wi=3

w=2

w-wi=-1



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=2

bi=4

wi=3

w=3

w-wi=0



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=2

bi=4

wi=3

w=4

w-wi=1



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=2

bi=4

wi=3

w=5

w-wi=2



ลองเตมิข้อมูลลงตำรำง

if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0

0

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W



if wi <= w
if bi+B[i-1,w-wi]>B[i-1,w]

B[i,w] = bi+B[i-1,w-wi]
else

B[i,w] = B[i-1,w]
else B[i,w] = B[i-1,w]

0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0 0 3 4 5 7

0 0 3 4 5 7

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W



How to find actual knapsack items
ตอนนีข้้อมลูทกุอยา่งอยูใ่นตาราง
B[n,W] เป็นคา่มากท่ีสดุของสิง่ของท่ีถกูใสเ่ข้าไปในถงุเป้
ให้ i=n และ k=W
if B[i,k] != B[i-1,k] then

mark the ith item as in the knapsack
i=i-1, k=k-wi

else
i=i-1 //Assume the ith item is not in the knapsack

//Could it be in the optimally packed knapsack?



0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0 0 3 4 5 7

0 0 3 4 5 7

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=n, k=W
while i,k>0

if B[i,k] != B[i-1,k] then
mark the ith item as in the knapsack
i=i-1, k=k-wi

else
i=i-1



0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0 0 3 4 5 7

0 0 3 4 5 7

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=n, k=W
while i,k>0

if B[i,k] != B[i-1,k] then
mark the ith item as in the knapsack
i=i-1, k=k-wi

else
i=i-1



0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0 0 3 4 5 7

0 0 3 4 5 7

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=n, k=W
while i,k>0

if B[i,k] != B[i-1,k] then
mark the ith item as in the knapsack
i=i-1, k=k-wi

else
i=i-1



0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0 0 3 4 5 7

0 0 3 4 5 7

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=n, k=W
while i,k>0

if B[i,k] != B[i-1,k] then
mark the ith item as in the knapsack
i=i-1, k=k-wi

else
i=i-1



0 0 0 0 0 0

0 0 3 3 3 3

0 0 3 4 4 7

0 0 3 4 5 7

0 0 3 4 5 7

0 1 2 3 4 5
0

1

2
3

4

Item(w,b)

1 (2,3)

2 (3,4)

3 (4,5)

4 (5,6)

i\W

i=n, k=W
while i,k>0

if B[i,k] != B[i-1,k] then
mark the ith item as in the knapsack
i=i-1, k=k-wi

else
i=i-1

The optimal knapsack should be {1,2}


