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Algorithmic Paradigms
• Greedy จะคอ่ยๆ สร้างค าตอบขึน้มา โดยจะเลือกท าสิง่ท่ีดีท่ีสดุในแต่
ละรอบ

• Divide and Conquer จะแบง่ปัญหาออกเป็นปัญหายอ่ย แบง่ไป
เร่ือยๆ จนปัญหาแก้ง่ายแล้วแก้ จากนัน้คอ่ยๆ รวมค าตอบของปัญหา
ยอ่ยนัน้กลบัขึน้มาเป็นค าตอบของปัญหาตัง้ต้น

• Dynamic Programming จะแบง่ปัญหาออกเป็นล าดบัของปัญหา
ยอ่ยที่ซ ำ้กัน ค านวณแล้วเก็บค าตอบไว้เพื่อท่ีจะได้ไม่ต้องค านวณ
ใหมท่ัง้หมด จากนัน้น าค าตอบของปัญหายอ่ยมาสร้างเป็นค าตอบ
ของปัญหาตัง้ต้น
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Fibonacci Numbers
ก่อนท่ีจะใช้เทคนิคของ dynamic programming นัน้ จะแสดงเทคนิคท่ี
เก่ียวข้องท่ีเรียกว่า memoization กบัปัญหาการหา Fibonacci number 
ตวัท่ี n

นิยำม ของ Fibonacci number ตวัท่ี n แทนด้วย Fn

F0 = 0

F1 = 1

Fn = Fn-1 + Fn-2
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Fibonacci Numbers
เร่ิมต้นเราจะเขียน algorithm แบบธรรมดาในการหา Fibonacci 
number ซึง่จะเขียนตามนิยาม

int fibo(int n) {
if(n==0)  return 0;
if(n==1)  return 1;
return fibo(n-1) + fibo(n-2);

}
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Running Time
T(n) = T(n-1) + T(n-2) + c

> 2T(n-2) + c // เปลี่ยนเป็นวิเคราะห์อสมการนีแ้ทน
> 2(2T(n-4) + c) + c

> 4T(n-4) + 2c + c

> 4(2(T(n-6)+c) + 2c + c

> 8T(n-6) +4c + 2c + c

> 2k(T-2k)+c(2k-1+2k-2+…+2+1) = Ω(𝑐2𝑛/2)
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ตัวอย่ำงกำรท ำงำน

ข้อสงัเกต
มีการค านวณซ า้กนัหลายจดุมาก
โหนดใบของต้นไม้นีจ้ะเป็น 0 หรือ 1
ผลรวมของคา่เหลา่นีจ้ะถกูรวมขึน้ไปกลายเป็นผลลพัธ์สดุท้าย 
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Memoization Methodlogy
สงัเกตได้วา่หลายๆ ปัญหายอ่ยมีการค านวณท่ีเหมือนกนั 
เพื่อเป็นการท าให้ไม่เสียเวลาในการค านวณ เราจะค านวณปัญหายอ่ย
เหลา่นัน้แล้วเก็บผลลพัธ์ไว้ในตาราง เช่น array
เม่ือต้องการแก้ปัญหายอ่ยอีกครัง้เราจะน าเอาผลลพัธ์ท่ีค านวณไว้แล้ว
ตอบได้เลย
Memoization Methodlogy
1. มองปัญหาแบบย้อนกลบั
2. ค้นหาผลลพัธ์ของปัญหายอ่ยในตาราง
3. ถ้าไมพ่บในตาราง ค านวณแบบ recursive ไปแล้วเก็บผลลพัธ์ท่ีได้

ไว้ในตาราง ก่อน return คา่
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ข้อสังเกต
เราสามารถเปลี่ยนอลักอริทมึท่ีมีการ memoization แบบ recursive นี ้
มาเป็นอลักอริทมึแบบท าซ า้จากลา่งขึน้บน (bottom-up) ได้ โดยการ
เติมค าตอบของปัญหายอ่ยลงในตาราง 

หากคา่ในกลอ่งสี่เหลี่ยมจะถกูค านวณไว้แล้ว และถกูน ามาใช้ เห็นได้ชดั
วา่อลักอริทมึจะเร็วกวา่การคดิแบบตรงๆ (ค านวณทัง้หมด)
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int fibo(int n) {
T[0] = 0
T[1] = 1
for(i=2 to n) {

T[i] = T[i-1]+T[i-2]
} 
return T[n]

}
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ตัวอย่ำงของฟังก์ชัน fibo
int fibo(int n) {

a = 0
b = 1
while(n > 1) {

t = a
a = b
b = b + t
n--

} 
return b

}

โดยปกติเราจะต้องเก็บคา่ fibo(x) ของ
คา่ x ทกุๆ คา่ ตัง้แต่ 0 ถงึ n

เราจะปรับปรุงการใช้หน่วยความจ าให้ดี
ขึน้ได้อยา่งไร

เน่ืองจากเราดจูากปัญหาแล้ว
fibo(n) = fibo(n-1) + fibo(n-2)

พบว่าเราไมไ่ด้ใชค่า่เก่าอีก ท าให้เราไม่
จ าเป็นต้องเก็บคา่อ่ืนที่น้อยกวา่นีไ้ปได้
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Running Time
T(n) = T(n-1) + c

= T(n-2) + c + c
= T(n-3) + c + c + c
= …
= T(n-k) + ck
= T(1) + (n-1)c
= cn
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Coin Change
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ตัวอย่ำง
สมมติวา่ มีเหรียญ 1, 4, 5, 10 บาท
(d0 = 1, d1 = 4, d2 = 5, d3 = 10)
ต้องการทอนเงิน 7 บาท ใช้เหรียญอะไรบ้าง
5, 1, 1
ต้องการทอนเงิน 8 บาท ใช้เหรียญอะไรบ้าง
4, 4
เราจะจดัการปัญหานีอ้ยา่งไร
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Steps ในกำรแก้ปัญหำ Dynamic programming
• นิยาม subproblem
• หา recurrence ของ subproblem

• เป็นการหาวิธีการรวมค าตอบของ subproblem ให้เป็นค าตอบท่ี
ใหญ่ขึน้

• แสดงและแก้ base case
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Coin change:Dynamic programming
นิยำม subproblem

ให้ C[p] แทนจ านวนเหรียญท่ีน้อยท่ีสดุท่ีต้องการในการแลกเงิน p บาท
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Coin change:Dynamic programming
นิยำม subproblem

ให้ C[p] แทนจ านวนเหรียญท่ีน้อยท่ีสดุท่ีต้องการในการแลกเงิน p บาท
หำ recurrence ของ subproblem
ให้ x แทนคา่ของเหรียญอนัแรกท่ีถกูใช้ในค าตอบท่ีดีท่ีสดุ
ดงันัน้ C[p] = 1 + C[p-x]
ปัญหำ แตเ่ราไมรู้่คา่ x
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Coin change:Dynamic programming
นิยำม subproblem

ให้ C[p] แทนจ านวนเหรียญท่ีน้อยท่ีสดุท่ีต้องการในการแลกเงิน p บาท
หำ recurrence ของ subproblem
ให้ x แทนคา่ของเหรียญอนัแรกท่ีถกูใช้ในค าตอบท่ีดีท่ีสดุ
ดงันัน้ C[p] = 1 + C[p-x]
ปัญหำ แตเ่ราไมรู้่คา่ x
ค ำตอบ เราจะลองทกุๆ คา่ x แล้วใช้คา่ต ่าสดุ ให้ di แทนเหรียญท่ี i

𝐶 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛𝑖:𝑑𝑖≤𝑝 𝐶 𝑝 − 𝑑𝑖 + 1

หำ base case
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Coin change:Dynamic programming
นิยำม subproblem

ให้ C[p] แทนจ านวนเหรียญท่ีน้อยท่ีสดุท่ีต้องการในการแลกเงิน p บาท
หำ recurrence ของ subproblem
ให้ x แทนคา่ของเหรียญอนัแรกท่ีถกูใช้ในค าตอบท่ีดีท่ีสดุ
ดงันัน้ C[p] = 1 + C[p-x]
ปัญหำ แตเ่ราไมรู้่คา่ x
ค ำตอบ เราจะลองทกุๆ คา่ x แล้วใช้คา่ต ่าสดุ ให้ di แทนเหรียญท่ี i

𝐶 𝑝 = 𝑚𝑖𝑛𝑖:𝑑𝑖≤𝑝 𝐶 𝑝 − 𝑑𝑖 + 1

หำ base case 𝐶 0 = 0
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สมมตว่ิำมีแค่เหรียญ 1, 4, 5 และ 10

โครงสร้างของ pseudocode ในการแก้ปัญหา Dynamic programming
Solution DynamicAlgo(s){

if (s==basecase) return basecase_solution
if (memo.contain(s)) return memo.get(s)
Solution ans = recurrence_relation(s)
memo.put(s, ans)
return ans

}

𝐶 𝑝 =  
𝑚𝑖𝑛𝑖:𝑑𝑖≤𝑝 𝐶 𝑝 − 𝑑𝑖 + 1 𝑖𝑓 𝑝 > 0

0 𝑖𝑓 𝑝 = 0
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Dynamic programming algorithm
void CHANGE(int n){

int C[n], min;
int d[4] = {1, 4, 5, 10}, k = 4;
C[0] = 0; //base case
for(int p = 1; p <= n; p++){

min = n;
for (int i = 0; i < k; i++){

if (p >= d[i]){
if(C[p - d[i]] + 1 < min){

min = C[p - d[i]] + 1;
}

}
}
C[p] = min;

}
return C;

}

(d0 = 1, d1 = 4, d2 = 5, d3 = 10)

1
4

5

10
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

0 1 2 3 1 1 2 3 2 2 1 2 3 3 2

0 1

1 4

2 5

3 10

เร่ิมจำก 1 บำทไปจนถงึ n
1 บาทลองแทนวา่ใช้เหรียญอะไรทอนได้ พบวา่ใช้ได้เฉพาะเหรียญบาท
(ถามจากค่าท่ีดีสดุของ 0 บาท + 1)
2 บาทลองแทนวา่ใช้เหรียญอะไรทอนได้ พบวา่ใช้ได้เฉพาะเหรียญบาท
(ถามจากค่าท่ีดีสดุของ 1 บาท + 1)
3 บาทลองแทนวา่ใช้เหรียญอะไรทอนได้ พบวา่ใช้ได้เฉพาะเหรียญบาท
(ถามจากค่าท่ีดีสดุของ 2 บาท + 1)
4 บาทลองแทนวา่ใช้เหรียญอะไรทอนได้ 

พบวา่ใช้เหรียญบาท 4 เหรียญ (ถามจากคา่ท่ีดีสดุของ 3 บาท + 1)
กบั เหรียญ 4 บาท 1 เหรียญ (ถามจากค่าท่ีดีสดุของ 0 บาท + 1)

d
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แบบฝึกหดั
• ก าหนดให้มีเหรียญ 1, 5, 7, 10 บาท จงวาดตาราง C ท่ีแสดงจ านวน
ในการทอนเหรียญ 20 บาท
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Find the number of different ways 
to write n
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Find the number of different ways to write n
ก ำหนดให้ n

Goal: ต้องการจ านวนวิธีท่ีตา่งกนัในการเขียนค่า n โดยการใช้การรวมกนัของ
ตวัเลข 1, 3, 4

ตัวอย่ำง

n = 5 มี 6 วิธี

5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 3

= 1 + 3 + 1

= 3 + 1 + 1

= 1 + 4

= 4 + 1
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นิยำม sub problem

ให้ Dn แทนจ านวนวิธีในการเขียน n เม่ือเป็นผลรวมของ 1, 3, 4

25



นิยำม sub problem

ให้ Dn แทนจ านวนวิธีในการเขียน n เม่ือเป็นผลรวมของ 1, 3, 4
หำ recurrence
พิจารณารูปแบบของค าตอบท่ีเป็นไปได้แบบหนึง่ n = x1+x2+…+ xm

ถ้า xm เป็น 1 สว่นท่ีเหลือจะต้องรวมกนัให้ได้ n-1
ดงันัน้จ านวนของรูปแบบท่ีลงท้ายด้วย xm = 1 จะเท่ากบั Dn-1

ส าหรับกรณีอ่ืน (xm=3, xm=4) ก็คิดแบบเดียวกนั
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พบวา่ รูปแบบในการเขียน n เกิดได้จาก 3 รูปแบบนัน่คือ
ตวัสดุท้ายเขียนด้วย 1

จ านวนวิธีจะเท่ากบั Dn-1

ตวัสดุท้ายเขียนด้วย 3
จ านวนวิธีจะเท่ากบั Dn-3

ตวัสดุท้ายเขียนด้วย 4
จ านวนวิธีจะเท่ากบั Dn-4

ค าตอบได้จากน าทกุวิธีมารวมกนัจะได้

1

3

4
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หำ recurrence

Dn = Dn-1 + Dn-3 + Dn-4

จัดกำรกรณี base case
D0 = 1
Dn = 0 ถ้า n มีคา่น้อยกวา่ 0
ครบหรือยงั(เทียบกบัสมการเร่ิมต้นวา่เร่ิมท างานได้หรือยงั)

กรณีอ่ืนๆ D0 = D1 = D2 = 1, D3 = 2
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D[0] = D[1] =D[2] = 1
D[3] = 2
for(i=4; i<=n; i++) {

D[i] = D[i-1] + D[i-3] + D[i-4]
}

Running Time เป็นเท่าไร
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Maximum Value Contiguous 
Subsequence
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Maximum Value Contiguous Subsequence
ก ำหนดให้ ล าดบัของเลขจ านวนจริง (มีทัง้เลขบวกและเลขลบ) n ตวั 
A(1), A(2),…A(n)
สิ่งที่ต้องกำร หาล าดบัท่ีติดกนั A(i), …, A(j) ท่ีผลรวมของสมาชิกใน
ล าดบันัน้มีคา่มากท่ีสดุ

ตัวอย่ำงเช่น

1, 3, 5, -4, 2
จะได้วา่เลือกล าดบั 1, 3, 5 ผลรวมมีคา่เป็น 9
1, -5, 2, -1, 3 มีผลรวมมากสดุเท่าไร?
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Input: Array A[1..n] ของจ านวนจริง

Goal: 𝑀𝑎𝑥  𝑥=𝑖
𝑗

𝐴[𝑥]

นิยำม subproblem
ให้ B[j] แทนผลรวมท่ีตดิกนัที่มากสดุเมื่อพิจารณาถึงช่องท่ี j

( )
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เม่ือพจิำรณำตัวที่ j
ค ำถำม: เม่ือพิจารณาตวัเลขตวัท่ี j สิง่ท่ีเกิดขึน้ได้มีอะไรบ้าง
ค ำตอบ: นบัรวมตวัท่ี j หรือไม่รวมตวัท่ี j
ค ำถำม: นบัรวมตวัท่ี j เพราะอะไร
ค ำตอบ: เม่ือรวมตวัท่ี j แล้วท าให้ผลรวมมีคา่มากขึน้มากกวา่เร่ิมต้น
นบัใหมท่ี่ต าแหน่งท่ี j
ค ำถำม: ไม่รวมตวัท่ี j เพราะอะไร
ค ำตอบ: เร่ิมต้นนบัใหมไ่ด้ผลรวมมากกวา่
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ควำมสัมพันธ์
เขียน recurrence ได้

𝐵 𝑗 = max{𝐵 𝑗 − 1 + 𝐴 𝑗 , 𝐴[𝑗]}

โดยท่ี 
B 𝑗 = 𝐵 𝑗 − 1 + 𝐴 𝑗 คือขยายช่วงของค าตอบมารวมช่องท่ี j
B 𝑗 = 𝐴[𝑗] คือเร่ิมต้นช่วงใหมท่ี่มีแค ่𝐴 𝑗

Base case

ถ้ามีตวัเดียวก็ต้องตอบเลย ไม่วา่จะตดิลบหรือไม่ก็ตาม
B[0] = A[0]
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maxContiguousSum
int maxContiguousSum(int A[], int len) {

int max_so_far = A[0], j;
int curr_max = A[0];
int B[len]; 
B[0] = A[0];
for (j = 1; j < len; j++) {

B[j] = max(A[j], B[j-1]+A[j]);
}
for (j = 1; j < len; j++) {

if(max_so_far <B[j]) 
max_so_far = B[j];

}
return max_so_far;

}
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maxContiguousSum(Update version)
int maxContiguousSum(int A[], int n)
{

int max_so_far = A[0], i;
int curr_max = A[0];
for (i = 1; i < n; i++)
{

curr_max = max(A[i], curr_max+A[i]);
max_so_far = max(max_so_far, curr_max);

}
return max_so_far;

}
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แบบฝึกหดั

• -2, 11, -4, 13, -5, 2

• -15, 29, -36, 3, -22, 11, 19, -5
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Longest Increasing Subsequence

38



Longest Increasing Subsequence
ก าหนดให้ ล าดบั A1, A2, … An
Goal: ต้องการหา subsequence (สว่นของล าดบัไม่จ าเป็นต้องติดกนั)
ท่ีเพิ่มขึน้ท่ียาวท่ีสดุ

ตวัอยา่งเช่น
1, 5, 3, 4, 8, 2, 6, 7

ได้ subsequence ท่ีเพิ่มขึน้ยาว 5 ตวั
ได้แก่ 1, 3, 4, 6, 7
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นิยำม sub problem

ให้ L(j) แทน subsequence ท่ีเพิ่มขึน้ท่ียาวท่ีสดุ ณ ตวัท่ี j
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นิยำม sub problem

ให้ L(j) แทน subsequence ท่ีเพิ่มขึน้ท่ียาวท่ีสดุ ณ ตวัท่ี j
หำ recurrence
พิจารณาตวัท่ี j 
ค ำถำม ตวัที่ j ควรจะนบัตอ่จากตวัไหน
ค ำตอบ ตวัที่มีคา่น้อยกวา่มนัและมีผลการนบัท่ีมากท่ีสดุ
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หำ recurrence
𝐿 𝑗 = 𝑚𝑎𝑥𝑖<𝑗:𝐴 𝑖 <𝐴[𝑗] 𝐿 𝑖 + 1

เม่ือ 𝑚𝑎𝑥𝑖<𝑗:𝐴 𝑖 <𝐴[𝑗] 𝐿 𝑖 คือ คา่ L(i) ท่ีมากท่ีสดุท่ีพิจารณาจาก
ล าดบัท่ี i ท่ีน้อยกวา่ j ท่ี A[i] < A[j]
Base case
L(1) = 1

อย่ำลืม เราจะหาคา่มากสดุ แตว่า่ตอนนีเ้ราดท่ีูวา่ถ้านบัเอาตวัท่ี j แล้ว
จะท าให้มากท่ีสดุอย่างไร ไม่อย่างนัน้ต้องวนหาคา่มากสดุอีกครัง้ด้วย
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int lis(A[], n){
for(i=1 to n) L[i]=1
max = L[1]
for(i=2 to n){

for(j=1 to i-1){
if(A[i]>A[j] && L[i]<L[j]+1)

L[i] = L[j]+1
if(max<L[i])

max=L[i]
}

}
return max

}
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