
Jakarin Chawachat

Algorithms
Recurrence Relation

1



Jakarin Chawachat

Recursion เป็นวิธีการนิยามฟังก์ชนัท่ีมีลกัษณะถกูนิยาม
ด้วยตวัฟังก์ชนันัน้เอง

Recursive Definition
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Recursive Function เป็นฟังก์ชนัท่ีมีการเรียกตวัเอง

ใช้กบัปัญหาท่ีมีลกัษณะเดน่คือ
ปัญหาหลกัสามารถแบง่ออกเป็นปัญหายอ่ยที่มีลกัษณะของ
ปัญหาเหมือนเดิมแตมี่ขนาดเลก็ลงกวา่เดิม 

ปัญหายอ่ย สามารถแบง่ออกเป็น ปัญหายอ่ยๆ ที่มีลกัษณะ
ของปัญหาเหมือนเดิมแตมี่ขนาดเลก็ลงกวา่เดิม

...

ปัญหาท่ียอ่ยท่ีสดุ(base case) หาค าตอบได้งา่ย

Recursive Function
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ทกุๆ Recursive algorithm จะต้องประกอบด้วย
Base case ที่ไมมี่การเรียกตวัเอง

Recursive case

ต้องรับประกนัได้วา่จะต้องไปถึง Base case ถ้าไมเ่ช่นนัน้
อลักอริทมึจะวนรอบไมรู้่จบ (Infinite loop)

Recursion Necessities
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Example
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#include<stdio.h>
void Func1(int i);
void main(void)
{

Func1(0);
}
void Func1(int i)
{

if(i<3) {
Func1(i+1);
printf(“%d”, i);

}
}

void main(void){

Func1(0);

} void Func1(int i)
{

if(i<3) {         
Func1(i+1);
printf(“%d”, i);

}
}

0

void Func1(int i)
{

if(i<3) {         
Func1(i+1);
printf(“%d”, i);

}
}

1

void Func1(int i)
{

if(i<3) {         
Func1(i+1);
printf(“%d”, i);

}
}

2

void Func1(int i)
{

if(i<3) {         
Func1(i+1);
printf(“%d”, i);

}
}

3
Output : 2 1 0
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การออกแบบโปรแกรมแบบ Recursive 
1. หา Recurrence Relation ส าหรับปัญหา (Problem) ที่
ต้องการเขียนโปรแกรมเพื่อแก้ไข

2. เขียน Recursive Function จาก Recurrence Relation ที่หา
ได้ในข้อ1

การออกแบบโปรแกรมแบบ Recursive

6



Jakarin Chawachat

ปัญหาการค านวณคา่ factorial

เช่น 5! = 5*4*3*2*1 5! = 5*4!

4! = 4*3*2*1 4! = 4*3!

3! = 3*2*1 3! = 3*2!

2! = 2*1 2! = 2*1!

1! = 1, 0! = 1 1! = 1, 0! = 1

หา Recurrence Relation ส าหรับปัญหานี ้

ตัวอย่างการออกแบบโปรแกรมแบบ Recursive
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𝑓𝑎𝑐 𝑛 =  
1 𝑛 = 0,1

𝑛 ∗ 𝑓𝑎𝑐 𝑛 − 1 𝑛 > 1
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ปัญหาการค านวณคา่ factorial

long fac(int n)

{

if(n<=1)

return 1;

else

return n*fac(n-1);

}

ตัวอย่างการออกแบบโปรแกรมแบบ Recursive
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เงือ่นไขจบการท างาน

การเรยีกใชต้วัเอง
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การหาคา่ของเลขยกก าลงั Power(x,y)    xy

วิธีการแก้
1. หา Recurrence Relation

2. เขียน Recursive Function

Note เราสามารถเขียนโปรแกรมแบบวน loop ค านวณได้

ตัวอย่างการออกแบบโปรแกรมแบบ Recursive

9



Jakarin Chawachat

การหาคา่ 24, x=2,y=4

24 = 2*2*2*2 24 = 2*23

23 = 2*2*2 23 = 2*22

22 = 2*2 22 = 2*21

21 = 2 21 = 2*20

20 = 1 20 = 1

หา Recurrence Relation

ตัวอย่างการออกแบบโปรแกรมแบบ Recursive
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Power 𝑥, 𝑦 =  
1 𝑛 = 0

𝑥 ∗ 𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟 𝑦 − 1 𝑛 > 0
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ปัญหาการค านวณเพ่ือหาคา่ xy

long power(int x,int y)

{

if(y==0) return 1;

else return (x*power(y-1));

}
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เงือ่นไขจบการท างาน

การเรยีกใชต้วัเอง
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Fibonacci sequence ออกแบบอยา่งไร

Exercise
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ปัญหาที่สามารถเขียนแบบ recursive ได้สว่นใหญ่จะสามารถเขียนแบบ iteration ได้

long factorial(int n){ int power(int x int y){

long ans=1; long ans=1;

while(n>=1){ while(y>=1){

ans=ans*n; ans=ans*x;

n=n-1; y=y-1;

} }

return ans; return ans;

} }

Recursion Vs. Iteration
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Running time ของ Recursive algorithm อธิบายได้ดงันี ้

tA = เวลาในการท างานสว่น base case

tB = เวลาในการท างานสว่นการเรียกตวัเองหรือเวลาของการ
แก้ปัญหายอ่ย

tC = เวลาในการท างานอื่นๆ ที่ไมใ่ช่เวลาของการแก้ปัญหาย่อย

Analyzing Recursive Algorithm: Time complexity
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𝑇 𝑛 =  
𝑡𝐴 กรณี 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑐𝑎𝑠𝑒
𝑡𝐵 + 𝑡𝐶 กรณีอื่นๆ
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Selection_sort_recursive(A){

if(n<=1) return;

j=FindIndexMax(A[1..n])

swap(A,n,j)

Selection_sort_recursive(A[1..n-1])

}

Running Time:

𝑇 𝑛 =  
𝑂 1 𝑖𝑓 𝑛 = 1

𝑇 𝑛 − 1 + 𝑂 𝑛 𝑖𝑓 𝑛 > 1

ตัวอย่างการวิเคราะห์ Selection Sort
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O(1) Base case tA = T(1) = O(1)

tB = T(n-1)

O(n) ไม่ใช่ Recursive call tC
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BinarySearchRecursive(A[left..right])

if (left > right) return(-1)

m=(left + right)/2

if x == A[m] return m;

If x < A[m]   

return(BinarySearchRecursive (A[left..m-1])) 

else

return(BinarySearchRecursive (A[m...right]))

Running Time:

𝑇 𝑛 =  
𝑂 1 𝑖𝑓 𝑛 = 1

𝑇 𝑛/2 + 𝑂 1 𝑖𝑓 𝑛 > 1
16

Recursive call tB = T(n/2)

ไม่ใช่ Recursive call tC = O(1)

tA = T(1) = O(1)
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Merge_Sort(A,p,r)

If p < r then

q=  ⌊(p+r)/2⌋
Merge_Sort(A,p,q)

Merge_Sort(A,q+1,r)

Merge(A,p,q,r)

Merge(A,p,q,r)

i = p, j = q + 1, n = r - p + 1 

for k = 1 to n

if ((A[i]< A[j]) or (j > r)) and (i<q)   

B[k] = A[i]

i = i +1 

else

B[k] = A[j]

j = j +1     

for k = 0 to n – 1

A[p + k] = B[k]

Exercise
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𝑇 𝑛 =  
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Guess and test method

Iterative substitution method

Recursive tree

Master method

Solving Recurrence Relations
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วิธีการของวิธี Iterative Substitution คือ

- แทนคา่ซ า้กลบัลงไปในสมการ

- พบรูปแบบ (pattern) ของสมการ

- หาค าตอบจากรูปแบบนัน้

Iterative Substitution Method
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T(n) = 2T(n/2)+cn

= 2(2T(n/4)+cn/2)+cn

= 4T(n/4)+cn+cn

= 4(2T(n/8)+cn/4)+2cn

= 8T(n/8)+3cn

= 2kT(n/2k)+kcn

เราต้องการท าจนหยดุ นัน่คือ T(1) ดงันัน้เราจะท าจน 2k=n นัน่คือ k=logn

T(n)  = nT(1)+(logn)cn

= cn + c(nlogn) = O(nlogn)

Example: merge sort
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𝑇 𝑛 =  
𝑐 𝑖𝑓 𝑛 = 1

2𝑇 𝑛/2 + 𝑐𝑛 𝑖𝑓 𝑛 > 1
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T(n) = T(n-1) + O(n)

= T(n-2) + O(n-1) + O(n)

= T(n-3) + O(n-2) +O(n-1) + O(n)

= T(1) + … + O(n-3) + O(n-2) +O(n-1) + O(n)

= O(1) + … + O(n-3) + O(n-2) +O(n-1) + O(n)

= O(n(n+1)/2) = O(n2)

Example: selection sort
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𝑇 𝑛 =  
𝑂(1) 𝑖𝑓 𝑛 = 1

𝑇 𝑛 − 1 + 𝑂(𝑛) 𝑖𝑓 𝑛 > 1
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T(n) = T(n/2) + O(1)

= T(n/4) + O(1) +O(1)

= T(n/8) + O(1) +O(1) + O(1)

= T(n/2k) + k O(1)

= T(1) + logn(O(1))

=O(log n)

ระวงั  O(1) + O(1) เฉยๆ จะเป็น O(1) แตถ้่ามีตดิพจน์ n เช่นบวกกนั n ครัง้
logn ครัง้ ต้องเขียนเป็น n หรือ log n

Example: binary search
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𝑇 𝑛 =  
𝑂(1) 𝑖𝑓 𝑛 = 1

𝑇 𝑛/2 + 𝑂(1) 𝑖𝑓 𝑛 > 1
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T(N) = 2T(N1/2)+1

= 2(2T(N1/4)+1)+1

= 4T(N1/4)+2+1

= 8T(N1/8)+4+2+1

= 2kT(N1/2k)+2k-1+…+22+21+20

ต้องท าจนเป็น T(2) นัน่คือ N1/2k =2 ดงันัน้  k = loglog n

T(N)   = 2log logN (T(2))+2log logN-1 + …. +22+ 21 + 20

= logN-1 (ใช้ T(2)=0 และ )

Example
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𝑇 𝑛 =  
0 𝑖𝑓 𝑛 = 2

2𝑇 𝑛 + 1 𝑖𝑓 𝑛 > 2 log N1/2k = log 2

1/2k log N = 1

log N = 2k

log log N = log 2k

log log N = k log 2

log log N = k
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Arithmetic series  𝑖=1
𝑛 𝑖 =

𝑛(𝑛+1)

2

Geometric series  𝑖=0
𝑛 𝑥𝑖 =

𝑥𝑛+1−1

𝑥−1
for real x>1

Inverse harmonic series

 𝑘=0
∞ 𝑥𝑘 =

1

1−𝑥
for |x| <1

สูตรที่ใช้บ่อย
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จะวาดต้นไม้แสดงคา่ใช้จ่ายแทน โดยแตล่ะชัน้ของต้นไม้จะคือรอบ
ในการท าซ า้

ตวัอย่างเช่น T(n) = 2 T(n/2) + cn

ในชัน้แรก จะมีคา่ใช้จ่าย cn และจะมีการเรียก T(n/2) ในชัน้ตอ่ไป 2 
ครัง้

Recursion tree method
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cn

T(n/2) T(n/2)

T(n)
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ในรอบตอ่มาจะเสียคา่ใช้จ่ายแตล่ะโหนดเป็น cn/2 (ซึง่ได้จาก
การแทนคา่ n/2 ลงในสมการ) และแตล่ะโหนดจะมีโหนดลกูอีก 2
โหนดที่มี input ขนาดลดลงคร่ึงหนึง่
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cn

cn/2 cn/2

T(n/4) T(n/4)T(n/4)T(n/4)
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T(n) = 2T(n/2) +cn
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cn

cn/2 cn/2

cn/4 cn/4 cn/4 cn/4

c c c cc c

cn

cn

cn

cn
Total      : k(cn)

k
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T(n) = 4 T(n/2) + n, T(1)=1

แบบฝึกหดั

28



Jakarin Chawachat

T(n) = 3T(n/4) + cn2

แบบฝึกหดั
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T(n) = 2T(n-1) + 1

แบบฝึกหดั
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