
Jakarin Chawachat

Algorithms

Asymptotic Notation

1

ปรบัปรุงจาก slide รายวชิา 204451 ของอ.เบญจมาศ ปัญญางาม



Jakarin Chawachat

เราจะเปรียบเทียบการท างานของอลักอริทมึ 2 อนัวา่อนัไหน
ดีกวา่อนัไหนได้อย่างไร ตวัอยา่งเช่น

การเปรียบเทียบการท างานของอลักอริทึม
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Input Size อัลกอริทมึ A อัลกอริทมึ B

n 1000n 1.1n

10 10000 3

100 100000 13781

1000 1000000 2.5x1041

1000000 109 4.8x1041392
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• เราสนใจการวดัประสทิธิภาพของอลักอริทมึโดยพิจารณา
จากอตัราการเติบโตของฟังก์ชนั (Growth of the 
function) เฉพาะกบัข้อมลูเข้าขนาด n ที่มีค่ามากๆ

• เราพิจารณาภาพรวมของเวลาการท างานเราจะ
• ไม่สนใจ low order term (เทอมของ n ที่มีคา่น้อย)

• ไม่สนใจคา่ coefficient ที่เป็นคา่คงที่

ตวัอยา่งเช่น n3+1000n2+5000 ≈ 𝑛3

Growth of the function
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Constant  = a

Log  ≈ log(n)

Linear ≈ n

Log-linear ≈ n log n

Quadratic ≈ n2

Cubic ≈ n3

Polynomial ≈ nk

Exponential ≈ an , 2n ….

…

อลักอริทมึตา่งๆ จะมีฟังก์ชนัทีใ่ช้แทนเวลา
ในการท างานของอลักอริทมึท่ีแตกต่างกนั

Growth Function
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เราจะใช้สญักรณ์เชิงเส้นก ากบั (Asymptotic notation) ใน
การวดัความซบัซ้อนของอลักอริทมึ

Ω Θ Ο

Asymptotic Notation
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นิยาม

O(g(n)) = {f(n):∃c>0 and n0>0 such that
0 < f(n) < cg(n) for all n>n0}

หมายความวา่ ฟังก์ชนั f(n) มีอตัราการเติบโตของฟังก์ชนัน้อยกวา่
หรือเทา่กบัฟังก์ชนั g(n)

Big-O
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f(n) = O(g(n))

แสดงวา่ g(n) เป็นขอบเขตบน upper bound ของ f(n)

จากรูปพบวา่เราสามารถหาค่า c ได้หลายคา่ซึง่แตล่ะค่าจะมีคา่ n0 ท่ีสอดคล้องท่ีท าให้
สมการเป็นจริง

c Vs. n0
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3n2+2n+1 = O(n2) ?   จงพิสจูน์

วิธีท า: ก าหนดให้ f(n) = 3n2+2n+1, and g(n) = n2

ต้องการพิสจูน์วา่ f(n) = O(g(n))

จากนิยามของ f(n) = O(g(n)) นัน่คือ ต้องการหาคา่ c > 0 และ n0 > 0 ท่ีท า
ให้ 3n2+2n+1 < cn2 ส าหรับทกุๆ n > n0

3n2+2n+1 < cn2

3+
2

𝑛
+
1

𝑛2
< c

ถ้าเลือก c = 6 และ n0 = 1 แล้ว 3n2+2n+1 < cn2 ส าหรับ n > n0

ดงันัน้ 3n2+2n+1 = O(n2) 

3n2+2n+1 = O(n2) ?
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2n+1 = O(2n) ? จงพิสจูน์

วิธีท า: ก าหนดให้ f(n) = 2n+1 และ g(n) = 2n

ต้องการพิสจูน์วา่ f(n) = O(g(n))

จากนิยามของ f(n) = O(g(n)) นัน่คือต้องการหาคา่ c > 0 และ n0 > 0 ท่ีท า
ให้ 2n+1< c2n ส าหรับ n > n0

2n+1 < c2n

2n+1-n < c 

2 < c

ถ้าเลือก c = 2 และ n0 = 1แล้ว 2n+1 < c2n ส าหรับทกุๆ n > n0 

ดงันัน้ 2n+1 = O(2n) เป็นจริง

2n+1 = O(2n) ? 
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22n = O(2n) ? จงพิสจูน์
วิธีท า: พิสจูน์โดยข้อขดัแย้ง สมมติวา่ 22n = O(2n) เป็นจริง
นัน่คือมีคา่คงท่ี c > 0 ท่ีท าให้ 22n < c2n

22n < c2n

จาก 22n = 2n * 2n จะได้วา่ 2n < c

เน่ืองจาก n มีคา่เพิ่มขึน้เร่ือยๆ ท าให้ 2n ไมส่ามารถหาขอบเขตได้ ดงันัน้ไมมี่
คา่คงท่ี c ท่ีมีคณุสมบตัินีอ้ยูจ่ริง 

นัน่คือท่ีเราสมมติว่า 22n = O(2n) ไม่จริง

22n = O(2n) ? 
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นิยาม

Ω(g(n)) = {f(n):∃c>0 and n0>0 such that
0 < cg(n) < f(n) for all n>n0}

“f(n) is asymptotically grows more than or equal to g(n)”

หมายความวา่ ฟังก์ชนั f(n) มีอตัราการเติบโตของฟังก์ชนั
มากกวา่หรือเท่ากบัฟังก์ชนั g(n)

Omega
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นิยาม

Θ(g(n)) = {f(n):∃c1>0, c2>0 and n0>0 such that
0 < c1g(n) < f(n) < c2g(n) for all n>n0}

“f(n) is asymptotically grows equally as g(n)”

หมายความวา่ ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) มีอตัราการเติบโตของ
ฟังก์ชนัเทียบเทา่กนั

Theta
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n2/2-3n = Θ(n2) ? จงพิสจูน์
วธีิท า: ก าหนดให้ f(n) = n2/2-3n และ g(n) = n2

ต้องการพิสจูน์วา่ f(n) = Θ (g(n))

จากนิยามของ f(n) = Θ (g(n)) นัน่คือต้องการหาค่า c1, c2 > 0 และ n0 > 0 ท่ีท าให้ 
c1n2<n2/2-3n < c2n2 ส าหรับ n > n0

c1n2 < n2/2-3n n2/2-3n < c2n2

c1 < 1/2-3/n 1/2-3/n < c2

นัน่คือ n = 7,c1 = 1/14 นัน่คือ n = 1/2, n > 1

ถ้าเลือก c1 = 1/14,c2 = 1/2 และ n0 = 7 แล้ว c1n2 < n2/2-3n < c2n2 เป็นจริง

ดงันัน้ n2/2-3n = Θ(n2) 

n2/2-3n = Θ(n2) 
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f(n)= 3n3/2  g(n)= 2n2+120n+9  จงพิสจูน์วา่ f(n)∈ O(g(n)) 

A=log3(n2) ,B=log2(n3) จงพิสจูน์วา่ A ∈Θ(B) 

Exercise
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จงพิสจูน์วา่ 3n2+n = Ω(n2)

จงพิสจูน์วา่ 100n+50 ≠Ω(n2)

Exercise
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เราสามารถจะจดัรูปฟังก์ชนัในการวิเคราะห์

ก าหนดให้ f1(n) = O(g1(n)) และ f2(n) = O(g2(n))

• cf1(n) = cO(g1(n)) = O(g1(n))

• f1(n) + f2(n) = O(max(g1(n),g2(n)))

• f1(n) · f2(n) = O(g1(n) · (g2(n))

• f1(n)k = O(g1(n)k)
•  𝑘=1
𝑛 𝑂 𝑓 𝑘 = 𝑂( 𝑘=1

𝑛 𝑓(𝑘))

Analyzing the time complexity
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𝑘=2

𝑛

𝑂 1 = 𝑂  

𝑘=2

𝑛

1 = 𝑂(𝑛)

Find_Max(A)

max := A[1]

for i := 2 to n

if max < a[i] then max := A[i]

return(max)

T(n) = O(max(1,n,1))=O(n)

จาก f1(n) + f2(n) = O(max(g1(n),g2(n)))

Analyzing the time complexity
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Selection_Sort(A)

for i=n downto 2

j=1

for (k = 2; k <= i; k++)

if (A[j] < A[k]  )  j = k;

swap(A,i,j)

T(n) = 𝑖=2𝑛 𝑂 𝑖 = 𝑂( 𝑖=2𝑛 𝑖)=O(n(n+1)/2) = O(n2)

Analyzing the time complexity
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O(1)

 𝑘=2
𝑖 𝑂 1 =O(i)

O(1)

O(1)
max(O(1),O(i),O(1))=O(i)
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for i=1 to n

A[i]=0

for i=1 to n

for j=1 to n

A[i]=A[i]+A[j]

T(n) = max (O(n),O(n2)) = O(n2)

Analyzing the time complexity
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 𝑖=1
𝑛 𝑂 1 = 𝑂( 𝑖=1

𝑛 1)=O(n)

 𝑗=1
𝑛 𝑂 1 =O(n)

 𝑖=1
𝑛 𝑂 𝑛 = 𝑂( 𝑖=1

𝑛 𝑛)=O(n2)
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O(k) = O(1), 10k = O(1) ส าหรับคา่คงท่ี k ใดๆ

N2/2 – 3N = O(N2)

1 + 4N = O(N)

7N2 + 10N + 3 = O(N2)

log10N = log2N/log210 = O(log2N) = O(log N)

log N + N = O(N)

ตวัอยา่งการลดรูป
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 𝑖=1
𝑁 𝑂 𝑖 = O(N2)

 𝑖=1
𝑁 𝑂 𝑖2 =O(N3)
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