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ในทฤษฎีกราฟ Flow network หรืออาจจะรูจกัในช่ือ
Transportation network คือกราฟแบบมทีิศทาง (Directed 
graph) ที่แตละเสนเชื่อมจะมีความจุ (Capacity) และแตละ
เสนเชื่อมจะรองรับ flow โดยปริมาณของ flow บนเสนเชื่อมจะ
ไมสามารถเกินความจุของเสนเช่ือม

Directed graph ของปญหาน้ีจะถูกเรียกวา network ซ่ึง 
network จะจําลองโมเดลของการจราจรบนถนน, การไหลของ
น้ําในทอ, กระแสไฟฟาในวงจรเปนตน
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10 Flow network
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 เปนการจําลองการไหลของวัตถุผานเสนเช่ือม

 เปนกราฟแบบมีทิศทาง Digraph 𝑮 = (𝑽, 𝑬) ท่ี

‣ มีโหนด source  𝒔 ∈ 𝑽 และ sink 𝒕 ∈ 𝑽 (ไมมีเสนเชื่อมคูขนาน ไมมีเสนเช่ือม
เขา s และไมมีเสนเชื่อมออกจาก t)

‣ มีความจุ capacity 𝒄 𝒆  ของแตละเสนเช่ือม 𝒆 ∈ 𝑬 และเปนคาความจุท่ีไมติด
ลบ
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ความจุของเสนเช่ือม (capacity)
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นิยาม st-cut (cut) เปนการแบงโหนดออกเปนเซต (A,B) ที่มี 𝑠 ∈ 𝐴 และ 𝑡 ∈

𝐵

นิยาม ความจุของ cut คือผลรวมความจุของเสนเชื่อมที่ออกจาก A ไป B

𝑐𝑎𝑝 𝐴, 𝐵 = ෍ 𝑐(𝑒)

 

௘ ௢௨௧ ௢௙ ஺

capacity=10+5+15=30
A
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นิยาม st-cut (cut) เปนการแบงโหนดออกเปนเซต (A,B) ที่มี 𝑠 ∈ 𝐴 และ 𝑡 ∈ 𝐵

นิยาม ความจุของ cut คือผลรวมความจุของเสนเช่ือมท่ีออกจาก A ไป B

𝑐𝑎𝑝 𝐴, 𝐵 = ෍ 𝑐(𝑒)

 

௘ ௢௨௧ ௢௙ ஺

capacity=10+8+16=34

ไมนับเสนเช่ือมจาก B ไป AA
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นิยาม st-cut (cut) เปนการแบงโหนดออกเปนเซต (A,B) ที่มี 𝑠 ∈ 𝐴 และ 𝑡 ∈ 𝐵

นิยาม ความจุของ cut คือผลรวมความจุของเสนเช่ือมท่ีออกจาก A ไป B

𝑐𝑎𝑝 𝐴, 𝐵 = ෍ 𝑐(𝑒)

 

௘ ௢௨௧ ௢௙ ஺

Min-cut problem หา cut ที่มีความจุต่ําท่ีสุด

capacity=10+8+10=28
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นิยาม st-flow (flow) 𝒇 คือฟงกชัน VxV->R ที่สอดคลองกับคุณสมบัติตอไปน้ี

 สําหรับแตละเสนเชื่อม 𝒆 ∈ 𝑬:

𝟎 ≤ 𝒇(𝒆) ≤ 𝒄(𝒆) [capacity]
 สําหรับแตละเสนเช่ือม 𝒆 ∈ 𝑬:

𝒇 𝒖, 𝒗 = −𝒇(𝒗, 𝒖) [skew symmetry]
 สําหรับแตละโหนด 𝒗 ∈ 𝑽 − 𝒔, 𝒕 : 

∑ 𝒇 𝒆 
𝒆 𝒊𝒏 𝒕𝒐 𝒗 = ∑ 𝒇(𝒆) 

𝒆 𝒐𝒖𝒕 𝒐𝒇 𝒗 [flow conservation]
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นิยาม คาของ flow 𝑓 คอื 𝑣𝑎𝑙 𝑓 = ∑ 𝑓(𝑒) 
௘ ௢௨௧ ௢௙ ௦

s v t
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10

Max-flow problem หา flow ที่มีคามากที่สุด

s v t
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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คาของ flow

flow capacity

network G
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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s-t path
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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10 Greedy algorithm (ลอง) 
18

 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t

0/4

2/9 10/100/10

2/2 0/6

10

network G
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10 Greedy algorithm (ลอง) 
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t

0/4
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2/2  0 /6

10+6=16
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t

0/4

8/9 10/106/10

2/2 6/6

16

network G

ทําเสร็จดวย flow = 16
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 เริ่มตนใหทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ 𝐸 มีคา f(e) = 0

 หา s-t path P ที่แตละเสนเชื่อมมี 𝑓 𝑒 < 𝑐(𝑒)

 เพ่ิม (augment) flow ไปตามเสนทาง P

 ทําซํ้าจนทําไมได

s t
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19

network G

แต max-flow = 19
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10 Residual graph
22

Original edge: 𝑒 = 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸

 Flow 𝑓(𝑒)

 Capacity 𝑐(𝑒)

Residual edge ยอนกลับกับ flow ที่ถูกสง

 𝑒 = (𝑢, 𝑣) และ 𝑒ோ = (𝑣, 𝑢)

 Residual capacity:

𝑐௙ 𝑒 = ൝
𝑐 𝑒 − 𝑓 𝑒     𝑖𝑓 𝑒 ∈ 𝐸

𝑓 𝑒                   𝑖𝑓 𝑒ோ ∈ 𝐸

u v3 / 4

flow capacity

u v1

3

residual capacity

original graph G

residual graph Gf
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10 Residual graph
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Residual graph: 𝐺௙ = (𝑉, 𝐸௙)

 Residual edge มีคาเปน residual capacity ท่ีเปนบวก

 𝐸௙ = 𝑒: 𝑓 𝑒 < 𝑐 𝑒 ∪ {𝑒ோ: 𝑓 𝑒 > 0}
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10 Augmenting path
24

นิยาม augmenting path คือ simple s-t path P ใน residual graph 𝐺௙

นิยาม bottleneck capacity ของ augmenting P คือ minimum residual capacity 
ของเสนเช่ือมใดๆ ใน P

คุณสมบัติท่ีสําคัญ: ให 𝑓 เปน flow และให P เปน augmenting path ใน 𝐺௙ 
แลว 𝑓′ เปน flow และ 𝑣𝑎𝑙 𝑓ᇱ = 𝑣𝑎𝑙 𝑓 + 𝑏𝑜𝑡𝑡𝑙𝑒𝑛𝑒𝑐𝑘(𝐺௙, 𝑃)

𝐴𝑈𝐺𝑀𝐸𝑁𝑇 𝑓, 𝑐, 𝑃
𝑏 = 𝑏𝑜𝑡𝑡𝑙𝑒𝑛𝑒𝑐𝑘 𝑐𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑝𝑎𝑡ℎ 𝑃
𝐹𝑂𝑅𝐸𝐴𝐶𝐻 𝑒𝑑𝑔𝑒 𝑒 ∈ 𝑃
       𝐼𝐹 𝑒 ∈ 𝐸   𝑓 𝑒 = 𝑓 𝑒 + 𝑏
       𝐸𝐿𝑆𝐸          𝑓 𝑒ோ = 𝑓 𝑒ோ − 𝑏
𝑅𝐸𝑇𝑈𝑅𝑁 𝑓
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25

Ford-Fulkerson augmenting path algorithm
‣ เริ่มตนดวย 𝑓 𝑒 = 0 สําหรับทุกเสนเชื่อม 𝑒 ∈ E

‣ หา augmenting path P ใน residual graph 𝐺௙

‣ Augment (เติม) flow ไปตาม path P

‣ ทําซ้ําจนทําไมได

FORD-FULKERSON(G,s,t,c)

FOREACH edge 𝑒 ∈ E: 𝑓 𝑒 = 0 

𝐺௙ = residual graph

while(there exists an augmenting path P in 𝐺௙

𝑓 = AUGMENT(f,c,P)

Update 𝐺௙

return  𝑓
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 หลงัจากการเลือกเสนทาง ท่ี 1 จะได residual graph Gf ที่ปรับปรุงแลวดังนี้

s t

4

9 210

2 6

residual graph Gf

8
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 หลงัจากการเลือกเสนทาง ท่ี 2 จะได residual graph Gf ที่ปรับปรุงแลวดังนี้

residual graph Gf

s t7 1010

2 6

2
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 residual graph Gf ท่ีปรับปรุงแลวดังน้ี
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Path P จาก Gf ไดอีก
3

9
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จงหา cut ท่ีมีความจตุ่ําท่ีสุด ของกราฟ G

min cut

s t
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9 1010
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network G

s t
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max flow
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Augmenting path theorem: flow f จะเปน maximum 
flow ก็ตอเมื่อไมมี augmenting paths

Max-flow min-cut theorem: คาของ max-flow = ความจุ
ของ min-cut

เง่ือนไข 3 ขอตอไปนี้เทียบเทากนัสําหรับ flow f ใดๆ

 จะมี cut(A,B) ที่ cap(A,B) = val(f)

 f เปน max-flow

 ไมมี augmenting path เมื่อเทียบกับ f  


